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Eine Erzeugung der vollstindig zirkuldren Kurven 3. Ordnung in
der isotropen Ebene

Vlasta Szirovicza, Ana Sliep&evié

Eine isotrope Ebene I ist eine reelle affine Ebene 42(®.), die iiber eine Absolutfigur
{f F} — bestehend aus einen Geraden f und einem mit f inzidenten Punkt F" — metrisiert
wird. Alle Transformationen der Gestalt

; =c;+x
y=cr+csx+y
bilden die dreiparametrige isotrope Bewegungsgruppe B; (vgl. [6], [7]). Nach der

Einfiihrung projektiver Koordinaten (x, : x; : x2) in L B, kann die absolute Gerade f
durch xp = 0 und der absolute Punkt durch F(0:0:1) beschrieben werden.

Unter einem isotropen Kreis versteht man eine reguldre Kurve 2. Ordnung in &(®R), die
die absolute Gerade f'im Punkt F beriihrt. In der isotropen Ebene L existiert bezliglich
(B eine dreiparametrige Mannigfaltigkeit von isotropen Kreisen, die sich durch

y=RZ+ax+p @R=0; g fe®) )
beschreiben 14Bt. Jeder Kreis 148t sich auf die Normalform
y=Rx’ mitR =0 : )

transformieren, wobei R eine B; — Invariante, genannt isotroper Kreisradius, ist [vgl. 6].

Zwei isotrope Kreise k:y =R;X* + agx + B (i=1,2) heiBen kongruent, wenn R; = R;
gilt. Sie sind konzentrisch, wenn zusitzlich noch a; = a;, gilt.

Zwei Kreise der isotropen Ebene kénnen sich zueinander in folgender Lage befinden:

a) zwei inkongruente Kreise, schneiden sich in zwei verschiedenen reellen Punkten, sie
schneiden sich nicht reell oder sie berithren sich,

b) zwei kongruente Kreise oskulieren einander im absoluten Punkt F, den man als
dreifachen Schnittpunkt zihlt und schneiden sich in noch einem eigentlichen Punkt.
Somit bilden die kongruenten isotropen Kreise ein Oskulationsbiischel mit dem
Beriihrelement (7, ).

¢) zwei konzentrische Kreise haben keinen eigentlichen Punkt gemeinsam. Sie
hyperoskulieren einander im vierfach zuzihlenden Schnittpunkt F. Alle
konzentrischen Kreise bilden somit ein . Hyperoskulatlonsbﬁschel mit dem
Berithrelement (7, /).

Kegelschmttbﬁschel der isotropen Ebene wurden erstma!s von V. 8&uri¢ und H. Sachs
ausfilihrlich untersucht (vgl. [7], [10], [11], [12], [13], [14]. Je nach der Realitat bzw. der
Vielfachkeit der Grundpunkte, wie auch nach der Lage dieser Grundpunkte zur
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Absolutfigur (F, f), wurden die Kegelschnittbiischel in neun Haupttypen eingeteilt. Bei
dem Bischelstyp IX existieren 16 verschiedene Typen 4; (i=/,..,16) von
Oskulationsbiischel [7]. Wir bezeichnen bei diesen Biischeln mit (P,#)° das
Oskulationselement und mit Q den weiteren Biischelgrundpunkt.

Fir die Untersuchungen dieser Arbeit betrachten wir den Typ A4I0) der
Oskulationsbiischel, wo (P, #) das absolute Linienelement (%, f) und Q ein eigentlicher
Punkt sei. Durch eine isotrope Schiebung legt man den Punkt Q in den Ursprung des
Koordinatensystems. Alle durch den Punkt Q laufenden Kegelschnitte, die f in F
beriihren, lassen sich dann in der Form

aux,2+ 2agrxox; +2ag2x9x2=20

darstellen [7]. Mit der Oskulationsbedingung ap; : aj; = bgz - by (siehe Typ 4A9) in
[7]), erhélt man zunichst fiir ein solches Biischel

A (aux,’ + 2 apzx9x2) + 2 agy xpx; =0.
Es gilt a;; =0, sonst wire das Biischel ausgeartet; es ist auch ag; = 0. Setzt man a;;= 1,

2—;ﬂ =: u ein, so erhilt man als

-apz =:A und fithrt man den neuen Biischelparameter
Normalform eines Biischels vom Typ 410) in affinen Koordinaten

C=xX’-2Ay+ux=0. 3)
Damit haben wir den

SATZ 1.: Ein Kegelschnittbiischel der isotropen Ebene vom Typ 410) ist bis auf
isotrope Bewegungen durch eine einzige Invariante 4 eindeutig bestimmt. Das Biischel
besteht aus allen durch einen festen Punkt Q laufenden kongruenten Kreisen vom

Radius A (Fig.1).
Cy
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Fig. 1.

Nun lassen wir den Punkt Q mit absoluten Punkt F(0:0:1) zusammenfallen. Alle
Kegelschnitte die f in F = Q beriihren, kann man in der Form

a“xlz + 2ap; x9 X3 + aoaxf, =0

darstellen. Wie bei dem Typ A10) in [7], lautet die Oskulationsbedingung ao; : a;; = bz
: by1, so daB3 man das Biischel zun#chst in der Form
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l(auxlz +2002XoX2) +aoax(2, =(

ansetzen kann. Sei a;;= I, -ap; =:A4; fiihrt man den neuen Biischelparameter GT” =7

ein, so erhilt man als Normalform dieses Biischels
F=xX’-24y+17=0. “)

Dieses Kegelschnittbiischel ist durch eine einzige Invariante 4 eindeutig bestimmt. Das
Biischel besteht aus allen konzentrischen Kreise vom Radius 4, die man durch eine

isotrope Schiebung (x= x, y=y + 7 ) aufeinander abbilden kann. Es ist ein
Hyperoskulatiosbiischel mit dem Beriihrelement (F, /) (Fig. 2).

NF

4 f,

Fig. 2.

Man sieht, daB jeder Kreis ¢ des Kreisbiischels (3) zu allen Kreisen des Biischels (4)
kongruent ist, weil sie denselben Radius A besitzen. Deshalb schneidet ein Kreis cc C
das Biischel (4) in den Punkten L; (i=1, ... ) mit den Koordinaten

t _ t(r+pu’)
Li(—: —2—2;7—)-

Die Tangentenrichtung eines festen Kreises ¢ im Berithrpunkt L, ergibt sich zu

2r+u°
o HETH ()
24u

Sei nun ein Kreisbiischel F aus konzentrischen Kreisen durch (4) gegeben und sei
weiters das Zentrum F{(x,y) eines Geradenbiischels % vorgegeben. Die Zuordnung
zwischen diesen beiden Bilscheln werde auf folgende Weise festgelegt:

Jeder Kreis f; — F schneidet einen festen Kreis

c=xX-24Ay+x=0, ©)
der zu allen Kreise f; kongruent ist, in einem Punkt
Lifies 1’(1'+1)).
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Wir beéstimmen, die durch den Punkt ¥ laufende Gerade p;, parallel zur Tangente des
Kreises ¢ mit dem Beriihrspunkt L;. Sie besitzt wegen (5) die Gleichung

2;;%-.-;)6. @)

Fiir jede Wahl des Kreises f < F durchlduft die Gerade p ein Geradenbiischel ¥/mit der
Gleichung

pi=y=

V=Qr+1)x-x)-24 (- y)=0. ®)

Die zwei Schnittpunkte 4; und B; der Geraden (7) mit dem Kreis f; sind dann die Punkte
der erzeugten Kurve. Es ist offensichtlich eine Kurve 3. Ordnung (Fig.3.).

Fig.3.

Die Grundpunkte des gegebenen Biischel sind fiinf Punkte der Kubik, wobei in unserem
Fall vier davon in den absoluten Punkt fallen. Dem Kreis f < F, der den Scheitel ¥ des
Geradenbiischels enthilt, wird die Tangente p an f'in ¥ als Bildgerade zugeordnet. Die
erzeugte Kubik enthilt noch die Berithrpunkten, der von ¥ an ¢ legbaren Tangenten.
Durch diese neun Elementen ist diese Kubik eindeutig bestimmit.

Umgekehrt gibt es fiir jede Gerade des Geradenbiischels ¥ eine einzige zu ihr parallele
Tangente an den Kreis c. Durch ihren Berithrpunkt L lauft ein einziger Kreis des
Kreisbiischels (4). Diese Zuordnung ist also eineindeutig und damit ist eine
geometrische Erzeugung dieser Kurve 3. Ordnung gewonnen ([2], [3]).

Die Berechnung ihrer Gleichung fiihrt {iber die Elimination des Parameters 7 aus (4) und
(8) auf

ks =2 —44y-1)x-x) +2A (- y) = 0. (8a)

Die erzeugte Kurve gehdrt nach der Newtonschen Klassifikation zur Klasse der
TRIDENS-Kurven, die den absoluten Punkt F als Knoten besitzen, wobei f die
.Tangente eines Kurvenzweiges durch F ist. Die zweite Tangente im Knoten ist die
isotrope Asymptote der Kurve [9].

Betrachten wir die Kurve k; niher.




Die Lage des Punktes V beziiglich des Kreises ¢ bestimmt die Realitit der beiden
Schnittpunkte der erzeugten Kurve k3 mit dem Kreis c: sie sind reell, wenn sich zwei
reelle Tangenten von ¥ an ¢ legen lassen. Liegt ¥V auf ¢ dann beriihrt die Kurve k; den
Kreis ¢. Liegt ¥ im Inneren des Kreises, dann sind die Schnittpunkte konjugiert-
komplex.

Wird (8a) nach y differenziert, dann bekommt man
Oks By =-4A (x-x)+ 24,
woraus mittels Jk; Zy = 0 als isotrope Asymptote des Tridens folgt

1
x=x+ 5 . )
Wir schreiben (9) in der Form
2(-x)-1=0 (%a)
und die Gleichung (8a) nunmehr in der Gestalt:

Kt 2Ay+-21-(x+;)— %][Z(x- x)-1]+[x%+x -24 5-%] =0, (10)
Aus (10) ist ersichtlich, daB der isotrope Kreis
‘ ka_—txz-ZAy+%(x+;)-%=0 (1)

| keinen eigentlichen Schnittpunkt mit der Kubik besitzt. Alle sechs Schnittpunkten sind
| somit in den absoluten Punkt gefallen und (11) ist damit als asymptotischer Kreis der
| Kurve k3 nachgewiesen [5] (Fig.4).
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Damit haben wir den folgenden




SATZ 2. Jede (1,1)-Korespondenz der isotropen Ebene zwischen einem konzentrischen
Kreisbiischels und einem Geradenbiischels erzeugt einen Tridens.

Dieser Satz ist ein Analogon zum Czuberschen Satz der ‘euklidischen Ebene. Mit Hilfe des Czuberschen
Satzes hat D. Palman die vollkommen zirkul4ren Kurven 3. Ordnung in der hyperbolischen Ebene erzeugt

[4].

Fiir jede Wahl des Kreises c = C bzw. des Parameterwertes 4 erhlt man eine Kurve 3.
Ordnung. Es stellt sich die folgende Frage: Bildet die Gesamtheit der so erzeugten
Kurven einen Biischel von Kurven 3. Ordnug, das sich in der Form

H= 2P -4Ay-4f) (x-x) +2Au@y-y)=0 bzw. (12)

f-xx’-%-x-zAxy+(2Ax+Ap)y+x“T-Apy=0 (12a)

darstellen 14Bt, wobei g der Biischelparameter ist?

Um dies zu untersuchen, nimmt man zwei Kurven k; und k; c #{mit den zugeh6rigen
Parametern y; und y, wobei 4 # 1. Wie bekannt, haben zwei Kurven 3. Ordnung neun

Schnittpunkten gemeinsam. Nach kurzer Rechnung erhdlt man x = x, dh. alle Kurven
laufen durch den Punkt V. Der Punkt F z#hlt sechsfach [3], weil noch die beiden
Lésungen

2 - =
X1 2= #l;/‘l iJa+4”2) _(#I+F2)x+2Ay_£l2ﬁ

auftreten. Bekanntlich ist ein Biischel von Kurven 3. Ordnung mit einem Doppelpunkt
durch acht Punkte eindeutig bestimmt. Im unserem Fall haben aber alle Kurven sieben
Punkte gemeinsam, d.h. sie bilden kein Biischel sondern ein Netz.

Wird (12a) nach y abgeleitet, so erhilt man
ks By =-4A(x-x)+2Apu

und daraus die isotrope Asymptote
- u
x=x+= 13
ki 13)

fiir jeden Tridens aus J{. Wir bemerken noch, dal diese vollkommen zirkuldren Kurven

3. Ordnung keinen eigentlichen Schnittpunkt mit ihren Asymptoten besitzen. Ihre
Hauptpunkten fallen mit dem absoluten Punkt zusammen.

Fiir den Parameterswert u = 0 zerfillt die Kurve 3. Ordnung in die Geraden x =x und
dieKurvex’ =24 y.

Jeder Tridens besitzt einen asymptotischen Kreis. Um seine Gleichung zu finden,
transformieren wir die Kurve (12a) mittels der isotropen Bewegung

x*=x-%- Ll
2
¥
Y=y
auf die Form

St

fc

2
k
»
0
S

li

p— — p— p—




2 3
K, =20 +(3u+4x) ¥ +(52— +dxp+ 2x)x—44xy- 54-+§ ut+xu—24py =0,

so daB die isotrope Asymptote mit der y-Achse zusammenfallt. Aus dieser Gleichung

folgt dann, daBl

2

k=22 +(pu+4x)x +f'2—+4§;1+ 232 -44y=0

der asymptotische Kreis der Kurve k, ist.
Mittels der Umkehrbewegung zu (*) gewinnt man die Gleichung der asymptotischen
Kreise fiir die Kurven ks c # als

2
kaax’+ﬁ2_(;c+§)--’;—-sz=o. (14)
Alle sechs Schnittpunkten der ks mit kq sind in dem absoluten Punkt F" gefallen. Deshalb

kann man k, als Hyperoskulationskreis der Kurve k; im absoluten Punkt bezeichnen.

Nun betrachten wir die Gesamtheit der asymptotischen Kreise der Kurven aus . Sie
oskulieren einander im absoluten Punkt und schneiden sich in einem eigentlichen Punkt

S; mit den Koordinaten

), 2 i =]
SI (#l+p1 = X3 yl +/‘z +3#];‘2 x(ﬂ]+p2) x ). (15)
2 84
Sie bilden somit kein Biischel sondern ein Netz.

Der asymptotische Kreis (14) schneidet die isotrope Asymptote (13) jedes Tridens in

einem eigentlichen Punkt /f mit den Koordinaten
2

- u 1 = - u
H(x+5; —(x +2ux +=).
(x*3 S 2

Setzt man den Wert Lzl- aus (13) in (14) ein, so folgt, daB die Punkte H aller Kurven aus

(12) auf einem isotropen Kreis A mit der Gleichung
h=P+2%xx-2x-24y=0

liegen.
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